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RESUMO

Este trabalho propoe a utilizacdo de operagdes da aritmética
computacional no ensino de conceitos de Maquina de
Turing. A maquina que foi desenvolvida recebe como
entrada dois niimeros em bindrio e gera como saida o
resultado da adi¢do desses niimeros, permitindo assim por
meio de um recurso didatico multidisciplinar auxiliar no
aprendizado das operagdes matematicas em bindrio. Foi
feita uma avaliagdo do software para operagdes de numeros
binarios utilizando uma Méquina de Turing por 29 alunos
na disciplina de Linguagens Formais, Automatos e
Computabilidade para o segundo ano do curso de Ciéncia
da Computacdo da Universidade Estadual de Maringa no
mesmo momento que as operagdes com numeros binarios
foram utilizadas na matéria de Arquitetura ¢ Organizagdo
de Computadores para a mesma turma e curso.
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Numeros Binarios.

ABSTRACT

This paper proposes the use of computational arithmetic
operations in the teaching of Turing Machine concepts. The
developed machine receives two numbers in binary for
entry and generates the result of adding these numbers,
allowing by a didactic multidisciplinary resource helping in
learning process of mathematical operations in binary. The
software was evaluated by 29 students in the Formal
Language, Automata and Computability discipline for a
second year of the Computer Science course at Maringa
State University at the same time that binary number
operations were used in Architecture and Organization of
Computers for the same class and course.
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INTRODUGAO

O “pai da Computagdo”, Alan Turing, propos em seu artigo
“Computing Machinery and Intelligence” [1] um modelo de
maquina digital capaz de realizar qualquer operagdo. Esse
modelo, a Maquina de Turing, seria reconhecido mais tarde
como a base para o que temos hoje no mundo da
computagdo [2] [3].



Outros modelos de maquinas chegaram a ser desenvolvidos,
como por exemplo, a Maquina Norma ¢ Maquina Post [4],
porém tais modelos provaram-se ser no maximo
equivalente a Maquina de Turing e nunca superior. Essa ¢ a
entdo conhecida Tese de Church-Turing [4].

Na literatura relacionada as Linguagens Formais e
Automatos [5], [6], [7], [4] os conceitos de Maquinas de
Turing sdo apresentados normalmente usando exemplos de
linguagens com “a” e “b”, ou com numeros binarios, porém
sdo raros exemplos de linguagens mais complexas.

O presente trabalho tem como objetivo apresentar uma
Maquina de Turing Transdutora que tenha como entrada
dois numeros binarios ¢ gere como saida a soma desses dois
nameros. Tal maquina apresenta uma alta complexidade
devido a quantidade de estados e transi¢des, porém seu uso
no ensino tanto de conceitos de Maquina de Turing, quanto
das operagcdes matematicas em binario pode ser um
elemento extra em aulas praticas.

FUNDAMENTOS TEORICOS

Esta se¢do ¢ descrita em dois subtopicos, sendo a 2.1 para
falar sobre a representacdo de nimeros binarios e a
operagdo de adicdo de dois nimeros bindrios e a secdo 2.2
sobre a representacdo de Maquinas de Turing.

Numeros binarios e adicido em niumeros binarios

Os numeros bindrios sdo utilizados para representar dados
em um meio digital, como por exemplo, a representagéo no
meio analégico com presenga ou auséncia de carga elétrica
e no meio digital por meio de zeros e uns. Essa
representacdo com dois simbolos utiliza-se da mesma
técnica do telégrafo, que transmitia mensagens por codigo
Morse, sendo os simbolos curto e longo analogos ao zero e
um [8].

Utilizando-se a notagdo bindria ¢ possivel representar uma
faixa de valores diferentes de acordo com a quantidade de
bits. Por exemplo, com dois bits pode-se representar quatro
valores distintos, sendo eles 00, 01, 10 e 11. Ou seja, com n
bits, podemos representar 2" valores distintos.

Para a notacdo de numeros inteiros usando a base binaria de
zeros e uns, podemos representar os niumeros utilizando as
seguintes representagdes: de binario puro, de binarios em
sinal magnitude e a representacdo em complemento de 2

[8].

Tomando como base a representagdo de nimeros inteiros na
base binaria pura, que também ¢ a representagdo utilizada
neste trabalho, pode-se observar na Tabela 1, que com
quatro bits temos as seguintes possibilidades para nimeros
inteiros.

Binario | Decimal | Binario | Decimal
0000 0 1000 8
0001 1 1001 9
0010 2 1010 10
0011 3 1011 11
0100 4 1100 12
0101 5 1101 13
0110 6 1110 14
0111 7 1111 15

Tabela 1. Comparacao da base binario de 4 bits com
base decimal

As operacdes matematicas de adigdo e subtragdo feitas na
base binaria seguem as mesmas regras da base decimal,
contando com a diferenca que temos apenas dois digitos.
Para a adicdo de dois numeros, temos quatro possibilidades
de valores, sendo elas: 0 + 0,0+ 1,1 +0,e 1+ 1. As trés
primeiras tém os mesmos resultados de uma operacdo em
decimal, ja para a operagdo de 1 + 1 temos como resultado
zero, gerando um “vai um” para a coluna da esquerda [8].

Maquina de Turing

Turing descreve um computador digital como sendo
formado por: uma unidade de armazenamento, uma unidade
de execugdo e uma unidade de controle. A unidade de
armazenamento ¢ formada por uma fita, dividida em
células, com um cabegote apontando para a célula atual, a
qual pode ser lida/escrita de acordo com a unidade de
execucdo. Por sua vez, a unidade de execuc¢do tem como
objetivo fazer a leitura do caractere representado na célula
atual, analisar o que deve ser feito e alterar quando
necessario. Ja a unidade de controle faz as movimentagdes
do cabegote de acordo com o que a unidade de execugdo
deseja, movendo o cabecote para esquerda ou direita [1].

Em uma representagdo mais formal ou mais matematica,
temos que uma Maquina de Turing (MT) ¢ representada por
uma octupla. MT = {Z, E, i, F, I, 0, <, ¢}, sendo X o
conjunto de simbolos do alfabeto de entrada da fita, E o
conjunto de estados da maquina, i € o estado inicial, F o
conjunto de estados finais ou estados de aceitagdo, I" é o
conjunto de simbolos auxiliares da fita, 0 ¢ o simbolo de
branco, < é o delimitador de inicio de fita e o J representa a
fun¢do de transicdo, a qual indica que a partir de um estado,
com um simbolo dos alfabetos da fita ou auxiliar, muda-se
de estado, escreve algum simbolo do alfabeto da fita ou
auxiliar ¢ move-se o cabecote para direita ou esquerda,
representada assim por 6: {Ex (X UJI) - Ex (2 UIT)x
(direita | esquerda)} [5].
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As Maquinas de Turing ainda podem ser divididas em dois
tipos: as reconhecedoras e as transdutoras. As maquinas
reconhecedoras respondem sim ou ndo para a palavra de
entrada, de acordo com a linguagem que a MT reconhece,
ou seja, a saida de uma MT reconhecedora ¢ dizer se a
palavra de entrada pertence ou ndo a linguagem que a MT
reconhece. Ja as MT transdutoras recebem uma palavra de
entrada e a saida pode ser a palavra alterada de acordo com
algum critério, ou seja, a saida de uma MT transdutora esta
na propria fita da maquina [4], [5], [9].

Um exemplo de MT transdutora pode ser visualizado na
secdo 4. Ja um exemplo de MT reconhecedora pode ser
visto na Figura 1. A MT reconhece palavras sobre a
linguagem L = {a"b" / n > 0}, ou seja, as quais a primeira
metade contém somente simbolos a’s ¢ a segunda metade
contém exatamente a mesma quantidade de simbolos b’s.
Esse tipo de linguagem ¢ chamado de duplo-bal,
relacionando com o duplo balanceamento de simbolos,
mesma quantidade de a’s e b’s. Esse conceito muito
utilizado na construcdo de compiladores [4], [5], [7], [9].

Figura 1. Exemplo de MT reconhecedora para a linguagem L
={a"b"/n> 0}

A descrigao formal da MT pode ser representada pelo
alfabeto £ = {a,b}, o conjunto de estados E = {q0, ql, g2,
g3, q4, q5}, o estado inicial q0, o conjunto de estados finais
F = {q5}, o alfabeto auxiliar ' = {<, o}, sendo < o
marcador de inicio de fita, 0 o simbolo de branco, e por fim
a tabela de transicao, representada pela Tabela 2.

a b A B < o
q0 | q0,A,R q3,B,R
ql | ql,a,R | q2,B,L ql,B,R
q2 | q2,a,L q0,A,R | q2,B,L
Q3 93.B,R q4L’D’
q4 g4,A,L | g4B,L | q5,<R
q5

Tabela 2. Funcio de transicdo para a Figura 1

TRABALHOS RELACIONADOS
Em livros didaticos para o ensino de linguagens formais e
automatos [4], [5], [6], [7], [9] nos topicos de construcdo de

automatos, varios exemplos de operagdes com nimeros
binarios podem ser visualizados. Em [5] demonstra-se
como reconhecer com um autdmato finito deterministico
todos os numeros bindrios de tamanho par, bem como
reconhecer qualquer nimero bindrio na qual a quantidade
de simbolos zeros é par e a quantidade de simbolos uns
também ¢é zero, exemplo no qual pode ser visualizado na
Figura 2, sendo o estado “pp" o estado final, para as
palavras da linguagem descrita acima.

Figura 1. Exemplo de AFD de Vieira [Vieira 2006]

Ainda em [5] € proposto um exercicio interessante com
relagdo as Maquinas de Turing, conforme descrito abaixo:

“Construa uma MT padrdo que gere todos os niimeros
naturais em notagdo binaria. A MT ndo deve parar nunca.
Ela deve gerar 0, depois 1, depois 10, etc., separados por
branco, indefinidamente. A fita devera ficar assim:

<0olol0o110100010101100...”

A resolug@o do exercicio pode ser visualizada na Figura 5
abaixo.

Figura 2. Resolucio de exercicio proposto por Vieira (2006)

Ja Sipser [6] ndo apresenta exercicios de MT sobre
operacdes matematicas com numeros bindrios, porém faz
exemplos de MT que decidem se a entrada contém ntimeros
binarios diferentes, sendo a entrada do tipo “<x1#x2#x3...”,
na qual x1, x2, x3 representa os nimeros binarios.

Hopcroft, Ullman e Motwani [7] detalha a construgdo de
MT que aceitam linguagens sobre o alfabeto binario, porém
nenhum exemplo relacionando operagdes matematicas com
a linguagem de niimeros binarios.
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Menezes [4, 9] propde uma séric de exercicios de
desenvolvimento de MT, porém utilizando em sua maioria
o alfabeto “a” e “b” em vez do alfabeto binario, podendo
ser modificado para atender ao alfabeto binario, contudo
nao mostrando assim operacdes matematicas com o

alfabeto.

Os trabalhos cientificos que envolvem o wuso dos
mecanismos reconhecedores, como automatos finitos
deterministicos e ndo deterministicos, automatos de pilha e
maquinas de Turing, normalmente envolvem a construgdo
de simuladores para o ensino. Como exemplo podemos
citar os trabalhos de [10], [11], [12], [13], [14], [15], [16],
[17], tendo cada simulador suas vantagens e desvantagens,
porém todos sendo uteis para o ensino e aprendizagem de
Linguagens Formais e Autdmatos e seus mecanismos
reconhecedores.

Além disso, varios trabalhos discutem sobre a importincia
do ensino de Linguagens Formais e Autdmatos, bem como
de metodologias voltadas para o ensino dos topicos da
matéria no ensino superior [18], [19], [20], [21], [22], [23] e
todos esses ressaltam a importancia da visualizagdo grafica
das transigdes de um autdomato no aprendizado.

Os exemplos descritos neste trabalho foram implementados
utilizando o simulador JFLAP [12], o qual apresenta uma
interface onde sdo inseridos os estados e as transi¢des do
autdmato e também podem ser testadas palavras para
verificar se a saida do autdmato estd correta. O JFLAP
possui como vantagem a sua facil interface de
desenvolvimento dos autdmatos, com diversos recursos
adicionais, porém para usuarios com pouco conhecimento
nos autdmatos, o simulador pode ndo ser o mais intuitivo se
comparado com outros simuladores como LFapp ou
Automata Tutor.

MAQUINA DE TURING PARA SOMA DE NUMEROS
BINARIOS

O exemplo de MT faz a soma de dois numeros binarios
quaisquer (Figura 4) e funciona de modo que a maquina
recebe como entrada dois nimeros no formato
“<ntimero_binario 1#numero_binario2”, sendo o simbolo
“<” o marcador de inicio da fita ¢ o simbolo “#” para
delimitar o fim do primeiro numero e inicio do segundo. A
visualizagdo grafica da Maquina de Turing tem um alto
grau de complexidade, uma vez que a maquina resultante
para essa operagdo ¢ formada por mais de oitenta estados e
mais de duzentas transigdes.

O funcionamento da MT pode ser visualizado na Figura 5,
sendo que primeiramente ¢ inserido o simbolo “#” apds o
segundo numero, que delimitara o inicio do resultado. Apods
isso ¢ verificada a quantidade de bits de cada numero e
marcado essa mesma quantidade de bits somada com um,
para o numero resultante. Finalizado a etapa de marcar a
quantidade de bits de cada numero e do nlimero resultante,
os numeros sao somados, comecando pelo bit mais a direita
do primeiro nimero e com o bit mais a direita do segundo
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nimero, sendo o resultado colocado no bit mais a direita do
resultado.

Para verificar a quantidade de bits do niimero resultante,
sdo analisados os bits dos dois numeros um a um, sendo um
ciclo de buscar um bit no primeiro numero e depois outro
no segundo. Quando em alguma dessa busca, um bit ndo for
encontrado indica que o outro numero tem uma quantidade
maior de bits. Isso deve ser feito, pois uma adigdo de dois
numeros ¢ iniciada pelo bit mais a direita, porém na MT
devemos saber quantos bits tém o nGmero resultante e
comegar a soma também pelo bit mais a direita, sendo essa
a etapa de marcar bits do nimero resultante, e por fim
somar os dois niumeros, ¢ colocar o resultando. Como pode
ser visualizada na Figura 5, a analise dos bits de um nimero
altera o proprio numero para letras (mailsculas e
minusculas), com o objetivo de fazer a contagem dos bits.
Assim o algoritmo de soma por MT sabe diferenciar as
letras, considerando que as letras “a” e “x” representam o
namero zero, enquanto as letras “b”

e “y” representam o
nimero um tanto em maiusculas quanto minusculas.

INSERIR SiMBOLO
=

VERIFICAR
QUANTIDADE DE
BITS

MARCAR BITS DO
NUMERO
RESULTANTE

SOMAR NUMEROS

Figura 3. Funcionamento da MT que soma
dois niimeros binarios

O aprendizado do funcionamento da MT pode ser facilitado
no JFLAP utilizando-se da visualizagdo passo a passo, na
qual ¢ possivel ver o processamento de uma palavra e qual
¢ o estado ativo no momento do processamento.

Na Figura 5 ¢é representado o processamento da entrada
“<100#111”, sendo que os numeros foram transformados
em letras segundo o algoritmo de processamento da
maquina, de modo que o nimero zero pode ser representado
por “a” ou “x”, e o niimero um pode ser representado por
“b” ou “y”, ambos em maitisculo ou mintsculo, o caractere
“Z” representa o resultado da soma dos dois numeros e
nimeros zero ou um representam o resultado da soma até o

momento.

Ainda na Figura 5, em (a) podemos visualizar o estado atual
da MT, representando que a partir do estado “q27” temos
uma transi¢do para o estado “q23” que altera o simbolo “Z”



para “1”, e move o cabegote da maquina para a esquerda,
como pode ser visualizado em (b). Essa opera¢ao indica que
a maquina somou o simbolo “a” do primeiro numero com
“y” do segundo niimero, ou no caso 0 somado com 1 ¢ o
resultado foi escrito no lugar do simbolo “Z” mais a direita,
sendo o simbolo 1 representado na Figura 5 (b).

JD00000<BAa#YYy¥ZZZZ200000000000000K |
|

(a)

J0000000<BAa#YYy#ZZ210000000000000( |

(b)

Figura 4. Processamento da entrada “<100#111” na MT,
sendo (a) o estado anterior a soma de dois bits, e (b) o estado
posterior a soma

A descricdo formal da MT de somar niimeros binarios,
como dita anteriormente, tem uma complexidade muito alta
devido a quantidade de estados (mais de 80) e quantidade
de transi¢des (mais de 200).

Nessa MT temos como alfabeto auxiliar os simbolos I' =
{<o0,#X,Y,A, B, x,y, a, b, Z}, sendo os simbolos X, Y,
A, B, x, y, a, b, Z utilizados nas etapas intermedidrias da
soma dos niimeros.

Os testes realizados para esta MT podem ser visualizados
na Figura 5, sendo que a primeira linha exemplifica a soma
de dois mais dois, mostrando o resultado correto e os
demais exemplos mostram somas de niimeros apresentados
na coluna “Input” e o resultado sendo apresentado na
coluna “Output”.

Input Qutput Result

<10410 104104100 Accept
<111#111 11811141110 Accept
<1000000#01010 1000000#01010#01001010  Accept
<011#0001 011#0001#00100 Accept
<1#111 1#11141000 Accept

Figura 5. Resultados da MT de soma de niimeros binérios
apresentados no JFLAP

O uso do simulador JFLAP e a MT que realiza a soma de
nimeros binarios serd utilizada como auxilio a
aprendizagem do funcionamento da Maquina de Turing,
demonstrando como operagdes complexas podem ser
resolvidas utilizando a MT e visualizadas por meio de um
simulador para melhorar o desempenho dos estudantes na
matéria de Linguagens Formais e Autdomatos.

Na Figura 6 encontram-se as avaliagdes do software para
operagdes de numeros binarios utilizando uma Maquina de
Turing de 29 alunos na disciplina de Linguagens Formais,
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Autdmatos e Computabilidade para o segundo ano do curso
de Ciéncia da Computagdo da Universidade, enquanto que
operagdes com numeros bindrios foram utilizadas na
matéria de Arquitetura ¢ Organizagdo de Computadores
para a mesma turma e curso.

15
10 -
5 | I
0 n T T - T T T ._\
N . . 20
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.\'o Q\e .\'O
& S

Figura 6. Avaliacoes dos Alunos sobre o Software para
Operacoes de Nimeros Binarios utilizando Maquina de
Turing

CONCLUSOES

A érea da Computagdo ¢ uma area que exige um alto nivel
de abstragdo dos alunos na compreensdo dos conteudos
didaticos, em especial a area da Teoria da Computagdo.
Assim o ensino desses conteudos deve utilizar de
metodologias e praticas em salas de aula ¢ laboratérios para
aproximar cada vez mais o aluno desse conteudo teorico,
que muitas vezes sdo bem complexos a ele. Outros
conteudos podem ser mais faceis de serem aprendidos pela
semelhanca com conteidos mais basicos, como a
matematica, a aritmética computacional que envolve as
mesmas operacdes matematicas simples, porém com
numeros bindrios.

Assim, este trabalho visa a multidisciplinariedade no ensino
da Computa¢do, aliando conceitos da aritmética
computacional ¢ de Maquina de Turing, criando-se assim
uma Maquina de Turing que realiza a soma de dois
numeros binarios quaisquer. O exemplo deste trabalho pode
ser utilizado tanto na matéria de aritmética computacional
quanto no ensino de Maquina de Turing, aliando cada
objetivo de aprendizado com os conceitos abordados na
maquina em si, utilizando de recursos didaticos auxiliares,
como a simulagdo e a visualizagdo grafica da maquina e da
soma dos nimeros.

Como trabalhos futuros pretende-se também implementar
outras Maquinas de Turing para operacdes binarias mais
complexas e agrupando essas em uma Unica maquina que
seria capaz de calcular qualquer uma das quatro operacdes
basicas da matematica, resultando em uma calculadora que
se utiliza a Maquina de Turing como ferramenta.
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